
复变函数总复习 
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第一章：复数与复变函数 

复数的概念 

复数的运算 

复数的几何表示 

1、复平面   

1）复数    用平面上的点  表示； 

2）复数    用平面上的向量     表示 Oz

z x yi 

z x yi 

( , )x y
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3）复数的三角表示式及指数表示式 

                                                （三角式） 

                                                （指数式） 

2、复球面 

      复数可以用复球面上的点表示 

      扩充复平面 

复数的乘幂与方根 

1、积与商 

设                        ，则 

arg

(cos(arg ) sin(arg ))

i z

z z z i z

z e

 



1 2

1 1 2 2,
i i

z re z r e
 

  1 2 1 2( ) ( )1 1
1 2 1 2

2 2

,i iz r
z z r r e e

z r

     

2( 0)r 

x

y

P

N

OS
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例1 求下列方程所表示的曲线: 

.4)Im()3(

;22)2(;2)1(





zi

ziziz

解 

.2

 2 )1(

的点的轨迹为

距离表示所有与点方程 iiz 

   .2 , 的圆半径为即表示中心为 i

  , iyxz 设 ,2)1(  iyx

,2)1(
22  yx .4)1(  

22  yx圆方程
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22)2(  ziz

.22 距离相等的点的轨迹和表示所有与点 i

.

     22

段的垂直平分线

的线和连接点故方程表示的曲线就是 i

  , iyxz 设

,22  yixiyix 化简后得 .xy 

4)Im()3(  zi   , iyxz 设

,)1( iyxzi  ,41)Im(  yzi

.3 y所求曲线方程为
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例2   函数            将   平面上的下列曲线变成    平 

面上的什么曲线？ 

 

zw 1 z w

2 2(1) 9, (2) 2x y x  

解 9  
222  zyx因为

又 
iyxz

w



11

于是 iyxivuw
9

1

9

1
 yvxu

9

1
,

9

1


9

1
)(

81

1 2222  yxvu 表示      平面上的圆. w

22
yx

iyx




 ),(

9

1
iyx 

(1) 
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.2)2( x

解 iyiyxz  2因为

iyz
w




2

11
所以

22
4

,
4

2

y

y
v

y
u







22

2
22

)4(

4

y

y
vu




因为

0
2

 
22 

u
vu所以

表示    平面上以             为圆心，  为半径的圆. w 







0,

4

1

4

1

ivu
y

iy







2
4

2

,
24

1
2

u

y





16

1

4

1 2

2









 vu
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第二章：解析函数 

复变函数的导数与微分 

解析函数的概念 

        如果       在点    及    的邻域内处处可导， 

称在    点解析。如果      在区域D内每一点解 

析，称      在D内解析，或称      是D内的解析 

函数（全纯函数或正则函数）。如果      在 

不解析，称    为      的奇点。 

( )f z
0z 0z

0z ( )f z

( )f z ( )f z

( )f z
0z

0z ( )f z
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两个解析函数的和、差、积、商（除去分母为0 

的点）都是解析函数；解析函数的复合函数仍 

为解析函数。 

复变函数连续、可导、解析之间的关系 

           在    解析                        在    可导 

 

                               在    连续 

 

        在区域D内解析             在区域D内可导 

( )f z 0z ( )f z 0z

( )f z 0z



( )f z  ( )f z
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函数可导与解析的充要条件 

      定理1  设函数                               定义在区 

 域D内，则      在D内点               可导            

与          在点          可微，且满足柯西-黎曼方 

程 

 

    函数                                在点              处的 

导数公式： 

( ) ( , ) ( , )f z u x y iv x y 

( )f z 0 0 0
z x iy   ( , )u x y

( , )v x y 0 0
( , )x y

0 0 0 0 0 0 0 0
( , ) ( , ), ( , ) ( , )

x y y x
u x y v x y u x y v x y  

( ) ( , ) ( , )f z u x y iv x y  z x iy 

( )
u v u u v v v u

f z i i i i
x x x y y x y y

       
        

       
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    定理2   设函数                                在区域D 

内有定义，则        在D内解析                与 

在D内可微，且满足柯西-黎曼方程 

 

     

    复变函数可导与解析的判别方法 

（1）利用可导与解析的定义及运算法则 

（2）利用可导与解析的充要条件 

( ) ( , ) ( , )f z u x y iv x y 

( )f z  ( , )u x y ( , )v x y

,
x y y x

u v u v  
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初等函数 

1、指数函数 

 

性质： 

（1）           ， 

（2）对任意的         ，有加法定理 

（3）    是以      为周期的周期函数 

（4）    在复平面上处处解析，且 

1 2 1 2z z z z
e e e


 

z x
e e 2 ( 0, 1, 2, )

z
Arge y k k    

1 2
,z z

z
e 2 i 2z i z

e e
 

z
e ( )

z z
e e 

(cos sin )
z x yi x

e e e y i y
  
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2 三角函数 

.,
2

cos

.,
2

sin

余弦函数

正弦函数定义

称为

称为

iziz

iziz

ee
z

i

ee
z











.cos,sin)1( 是偶函数是奇函数 zz  性质

.cos)cos(,sin)sin( zzzz 

.cos)2cos(,sin)2sin( zzzz 

.sincos)3( zize
iz 

.π2)2( 为周期以正弦函数和余弦函数都
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(4)正弦函数和余弦函数在复平面内都是解析函数 

.sin)(cos,cos)(sin zzzz 

.
cos

sin
tan 正切函数定义 称为

z

z
z   

.cos,sin,1cossin)5(
22 不是有界函数但 zzzz 

).tan()tan(:tan)1( zzz 是奇函数  性质

.tan)tan(

:tan)2(

zz

z



为周期的周期函数是以  

w
w
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其它复变三角函数的定义 

,
sin

cos
cot  

z

z
z 余切函数

,
cos

1
ec  

z
zs 正割函数

.
sin

1
csc  

z
z 余割函数

.
cos

1
)(tantan)3(

2
z

zz 在解析区域有  
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3、对数函数 

 

 

    主值分支 

 

    对数函数的每个分支在除去原点和负实轴的 

复平面内处处解析，且 

ln (arg 2 ) ( 0, 1, 2, )w Lnz z i z k k      

ln ln argz z i z 

1
( )Lnz

z
 
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4、幂函数 

                                                          为复数 

    当    为正整数    及分数    时，    就是    的 

次乘幂及    次根，此时幂函数    分别为单值函
数和    值函数。一般来说，幂函数          是
一个多值函数。当定义中对数函数取主值时，
相应的幂函数也称其主值，幂函数的各个分
支在除去原点及负实轴的复平面内也是解析
的，且 

( 0)
a aLnz

z e z    a

a n
1

n

a
z z n

n
a

z

n a
z 

1
( )

a a
z az

 
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3 3( ) .f z x y i 证明函数 仅在原点有导数例3

证 
z

fzf

z

)0()(
lim

0



 iyx

iyx

yx 






33

0),(
lim

0)(lim
22

0),(



yxyix

yx

.00)( 处的导数为在故 zzf

.在再证其他处的导数不存
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)()(

)()(

00

3

0

3

0

33

0

0

iyxiyx

iyxiyx

zz

zfzf










则沿路径若 ,
0

yyz 

0

3

0

3

0

0 )()(

xx

xx

zz

zfzf










则沿路径若 ,
0

xxz 

)(3
)(

)()(
0

2

0

0

3

0

3

0

0 yyy
yyi

iyiy

zz

zfzf










当

.)(,0
00

的导数不存在否则故除非 zfyx 

)(3 0

2

0 xxx  当
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例4     函数                                                    在何处 

可导，何处解析. 

)2()()(
222

yxyixyxzf 

解 ,),(
22

xyxyxu  ;2,12 yuxu
yx



,2),(
2

yxyyxv  ;22,2 yxvyv
yx



.,
xyyx

vuvu 

故         仅在直线             上可导. )(zf
2

1
y

,

2

1
)(,

不解析

上处处在直线由解析函数的定义知 yzf

故          在复平面上处处不解析. )(zf

时，当且仅当
2

1
y
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例5 

.  

    )(  ,   )(          

内为一常数区域

在则内处处为零在区域如果

D

zfDzf 

证 
x

v
i

x

u
zf









 )( ,0











y

u
i

y

v

,0   



















x

v

y

u

y

v

x

u
故

  , ,  常数常数所以  vu

    .   )( 内为一常数在区域因此 Dzf
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参照以上例题可进一步证明: 

   . ,   )( 则以下条件彼此等价内解析在区域如果 Dzf

   ;)( )1( 恒取实值zf ;0)()2(  zf

   ;)( )3( 常数zf    ;)( )4( 解析zf

   ;)](Re[ )5( 常数zf    ;)](Im[ )6( 常数zf

;)7(
2

uv     .)( arg  )8( 常数zf
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例6  解方程 0sin z

解 0
2

1

2
sin

2










iz

iziziz

ie

e

i

ee
z

1
2  iz

e

ikiz
ee

 22

. kz ),2,1,0( k
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例7 

解 

).3(Ln)3();33(Ln)2();32((1)Ln

 :

 ii

求下列各式的值

)32((1)Ln i

)32(Arg32ln iii 

.2
2

3
arctan13ln

2

1








 ki

),2,1,0( k
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6

232ln 






 
 ki ),2,1,0( k

)3(Ln)3(  )3(Arg3ln  i

.)12(3ln ik  ),2,1,0( k

)33(Ln)2( i

)33(Arg33ln iii 












 ki 2

3

3
arctan32ln
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例8 2 1    .   ii求 和 的值和主值

解 Ln122
1 e 22

 
 ik

e

)22sin()22cos(  kik     .,2,1,0 k其中

iii
ei

Ln













ikii

e
2

2 














k

e
2

2     .,2,1,0 k其中
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3( ) (1 )

3 . 2

.

f z z z z

z

z i

 





例9、试证 将 平面适当割开

后能分出 个单值解析分支并求出在 取

负值的那个分支在 的值

;
3

2
)]1arg(arg[

3

1
)(arg

)(

1

;
3

2
)]1arg(arg[

3

1
)(arg

)(

)1(











zzzf

zf

zz

zzzf

zf

z

的辐角改变量为

的简单闭曲线一周时，单独绕包含当

的辐角改变量为

闭曲线一周时，单独绕包含原点的简单当解、

w
w

w
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.
3

4
)]1arg(arg[

3

1
)(arg

)(

1





zzzf

zf

zz

的辐角改变量为时，

的简单闭曲线一周时，绕包含原点和当

.

)(

.,10

10

.)(,1,0

单值解析分支

就分出了三个于是，在这个区域内

转一周了也不能单独绕转一周或不能单独绕

就后，变点割开，再沿负虚轴割开到从

平面沿正实轴将的支点都是因此，

zf

z

zzf




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w
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.
12

5
)]1arg(arg[

3

1
)(arg

)(.
4

3
)1arg(

,
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的辐角改变量为于是，

的辐角改变量分别为和
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第三章：复变函数的积分 

复积分的定义 

复积分存在的条件 

  设函数         在区域Ｄ内连 

续，曲线Ｃ光滑，则复积分存在，且 

 

 

 

0
1

( ) lim ( )
n

k k
c

k

f z dz f z







 

( ) ( , ) ( , )f z u x y iv x y 

( )
c c c

f z dz udx vdy i vdx udy     
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复积分的性质 

１、 

 

２、 

 

３、 

 

４、 

 曲线Ｃ的长度为Ｌ，函数在Ｃ上满足 

( ) ( )
c c

f z dz f z ds ML  

( ) ( )
c c

f z dz f z dz


  

( ) ( )
c c
kf z dz k f z dz  

[ ( ) ( )] ( ) ( )
c c c

f z g z dz f z dz g z dz    

( )f z M
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复积分计算的一般方法 

  设  沿曲线Ｃ连续，曲线Ｃ的参数方程
为        ，其中起点为  ，终
点为  ，则 

 

( )f z

( ) ( )z z t t    ( )z 

( )z 

( ) [ ( )] ( )
c

f z dz f z t z t dt



 

2 , 11
  d

( ) 0, 1.
n

i n
z

z a n







 

 

为含 的任一简单闭路   .a
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 1  柯西－古萨基本定理 (柯西积分定理) 

 .  

 d)(   ,

   )(      

无关线

与连结起点及终点的路那末积分析

内处处解在单连通域如果函数定理1

C

zzf

Bzf

C

.0d)(     :

      )( 

   ,   )(        

 
c

zzf

CBzf

Bzf

的积分为零

内的任何一条封闭曲线沿那末函数

内处处解析在单连通域如果函数

复积分的基本定理 
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２、复合闭路定理 

  设Ｃ为多连通区域Ｄ内的一条简单闭曲 

线，    为Ｃ内的简单闭曲线，它们互不 

包含又互不相交，并且以     为边界的 

区域全部属于Ｄ，如果  在Ｄ内解析，则 

             

              其中 与 均取正向 

 

       其中 是由 与  组成的复合闭路 

1 2
, ,

n
c c c

1 2
, , ,

n
c c c c

( )f z

1

1. ( ) ( )

2. ( ) 0

k

n

kc c

f z dz f z dz

f z dz


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
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３、牛顿－莱不尼茨公式 

  设函数  在单连通区域Ｄ内解析，   

为  的一个原函数，则 

 

( )f z ( )G z

( )f z
2

1
2 1

( ) ( ) ( )
z

z
f z dz G z G z 
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4 柯西积分公式 

 


C
z

zz

zf

i
zf

CzD

DCDzf

.d
)(

2

1
)(      

      ,   , 

    ,

     ,   )(        

0

0

0 那末内任一点为于

它的内部完全含闭曲线内的任何一条正向简单

为内处处解析在区域如果函数

一个解析函数在圆心处的值等于它在圆周上的
平均值. 

则有是圆周如果 ,
0

 i
eRzzC    

.d)(
π2

1
)(

π2

0 00   i
eRzfzf
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 5 高阶导数公式 

.  ,

       )(   

),2,1(d
)(

)(

2

!
)(  

:

      , )( 

0

1

0

0

)(

D

zDzfC

nz
zz

zf

i

n
zf

nzf

C

n

n

而且它的内部全含于线任何一条正向简单闭曲

的内围绕的解析区域为在函数其中

导数为

阶它的的导数仍为解析函数解析函数




  
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2 2

2 2

1  ( , )   

, 

                     0,    

 ( , )   .

x y D

x y

x y D



 



 
 

 

） 如果二元实变函数 在区域 内具

有二阶连续偏导数 并且满足拉普拉斯方程

那末称 为区域 内的调和函数

6 调和函数和共轭调和函数 

      任何在 D 内解析的函数,它的实部和虚部都
是 D 内的调和函数. 
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.  ,

        

的共轭调和函数称为和函数中

的两个调内满足方程在即

uv

x

v

y

u

y

v

x

u
D


















,

. ),(  ),(

    

      ,   ),(         

的共轭调和函数称为

函数内构成解析函数的调和在们把使

我内给定的调和函数为区域设

yxuyxv

Divu

Dyxu



定理  区域D内的解析函数的虚部为实部的共轭
调和函数. 

  2)共轭调和函数 
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３）由调和函数   （或   ）确定另一 

个调和函数或解析函数     的方法： 

＊偏微分法：从柯西－黎曼方程出发，解简单
的一阶微分方程。 

＊不定积分法：从      出发，将其写 

成 的函数，利用积分求出  。 

( , )u x y ( , )v x y

( )f z u iv 

( )
u u

f z i
x y
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例1      

解 

. 1  1    (3)

     ; 1  (2)

     ; 1 (1)

  :    ,dRe 

2

的折线再到轴到点从原点沿

的弧段上从原点到点抛物线

的直线段从原点到点

为其中计算

ix

ixy

i

Czz
C









(1) 积分路径的参数方程为 

),10()(  titttz

,d)1(d,Re   tiztz 于是
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(2) 积分路径的参数方程为 
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i

2
xy 

),10()(
2  titttz
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xy 

(3) 积分路径由两段直线段构成 

x轴上直线段的参数方程为 ),10()(  tttz

1到1+i直线段的参数方程为 ),10(1)(  tittz

,dd,Re   tztz 于是

,dd,1Re   tizz 于是
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2
:C z i 沿指定路径 计算以下积分例2
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解 

由复合闭路定理有

则及为半径作圆以为圆心及以

分别及内有两个奇点在
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  解法一     利用柯西-古萨基本定理及重要公式 
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  解法二     利用柯西积分公式 

,
1

1
)(

121
内解析在C

z
zf


 ,

)(

1
)(

22
内解析在C

izz
zf




   





C C C
z

zz
z

zz
z

zz 1 2

d
)1(

1
d

)1(

1
d

)1(

1
222

 







21

d
)]([1

d
)1(1

2

CC
z

iz

izz
z

z

z

)(2)0(2
21

iiffi 











2

1
22 ii .i

w
w

w
.bjcugb.com

       北
地

论
坛

北
地

人
的

精
神

家
园

！



由复合闭路定理有

则及为半径作圆以为圆心及以

分别及内有两个奇点在
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3
d , 0 1

(1 )

.

z

C

e
z C

z z计算 其中 是不经过 与的闭

光滑曲线

例3

解 分以下四种情况讨论： 
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则而不包含包含若封闭曲线 ,10)2 C
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则而不包含包含若封闭曲线 ,01)3 C
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2
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表示正向圆周设



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

根据柯西积分公式知,     ,    内时在当 Cz

z
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 

已知调和函数 求其共

轭调和函数 及解析函数

例5

解法一  不定积分法. 利用柯西—黎曼方程,  
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,2)(2: yxygx 比较两式可得 .)( yyg 故

  .
2

d)(
2

C
y

yyyg即

)(
22

2
22

为任意常数因此 CC
yx

xyv 

  因而得到解析函数 

),(),()( yxiyxuzf 

iC
yx

xyixyyx 









22
2)(

22
22

iCyixyx
i

yixyx  )2(
2

)2(
2222

.)2(
2

2

iCi
z



w
w

w
.bjcugb.com

       北
地

论
坛

北
地

人
的

精
神

家
园

！



58 
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可微，得由 ,

dyudxu xy 
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1
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解法二  全微分方法 

对上式从(0,0) 沿x轴到(x,0),再从(x,0)沿直线 

到(x,y)积分得 
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第四章：级数 

复数项级数 

１、复数列收敛  实部和虚部都收敛。 

设 

２、复级数收敛 实部级数与虚部级数都收敛 

 

 

３、复级数  收敛的必要条件： 



n n n
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n n n
n n n

a ib a a b b
  

    

1 2 1 2

1 1 1

,
n n n

n n n

s is a s b s
  

  

      



1

n

n






 lim 0
n

n





w
w

w
.bjcugb.com

       北
地

论
坛

北
地

人
的

精
神

家
园

！



幂级数 

１、阿贝尔（Abel）定理 

  幂级数    如果在    处收敛， 

则对满足     的 ，级数绝对收敛；如 

果在  处发散，则对满足     的 ， 

级数发散。 

２、幂级数    收敛半径的求法 

１）比值法 如果    ，则 

２）根值法 如果    ，则 

0
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３、幂级数的运算及性质 

１）在收敛半径较小的区域内，幂级数可以进
行加法、减法、乘法运算，利用乘法运算，
可定义除法运算；幂级数也可以进行复合运
算。 

２）幂级数    的和函数  在收敛圆 

    内是解析函数；而且可逐项求导与逐
项积分，收敛半径 不变。 

 

         ， 
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泰勒（Taylor）级数 

1、函数展开成泰勒级数 

  如果函数  在圆域    内解析，则
函数在此圆内可以展开成幂级数，且展开式
惟一。 

 

２、函数展开成泰勒级数的方法 

１）直接法：利用泰勒级数公式，求各阶导数 

２）间接法：利用已知级数，逐项积分或求导 
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洛朗（Laurent）级数 

１、函数展开成罗朗级数 

  如果函数  在圆环区域 

内解析，则在此区域内可以展开成洛朗级数， 

且展开式惟一。 

 

 

其中 

 为圆环内绕 的任意一条正向简单曲线。 

  函数展开成洛朗级数一般用间接方法 

( 0, )r z R r R     ( )f z

( ) ( )
n

n

n

f z c z 




 

1

1 ( )
( 0, 1, 2, )

2 ( )
n n

f z
c dz n

i z  



   


 

w
w

w
.bjcugb.com

       北
地

论
坛

北
地

人
的

精
神

家
园

！



例1   判别级数的敛散性. 
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例2    求下列幂级数的收敛半径 
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第五.六章：奇点与留数 

孤立奇点 

１、孤立奇点分类：可去奇点、极点、本性奇
点。 

２、奇点的特征 

１）可去奇点 

  孤立奇点   为  的可去奇点   

在 的去心邻域内的罗朗展开式中不含  的 

负幂指数项      （有限数） 
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２）极点 

  孤立奇点   为  的 级极点   

在 的去心邻域内的罗朗展开式中只含有限个 

负幂指数项且关于   的最高幂为 次  

在 的去心邻域内可表示为 

其中  在 点解析且  

  孤立奇点 为  的极点  

（此特征没有指出极点的级数） 

( )a   ( )f z m ( )f z

a

1
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 m ( )f z

a
( )

( )
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z a

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３）本性奇点 

  孤立奇点   为  的本性奇点   

在 的去心邻域内的罗朗展开式中含有无穷多 

个  的负幂指数项    不存在且不为无 

穷大。 

４）零点与极点的关系 

  若不恒为零的解析函数  在 的邻域内 

能表示为       ，其中  在 解 

析，且    ， 为正整数，称 为  的 
级零点。 
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   为  的 级零点  

  

  

  不恒为零的解析函数的零点是孤立的。  

 

 为  的 级零点   是  的 级极点 

0
z ( )f z n 
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0 0 0 0
( ) ( ) ( ) 0, ( ) 0

n n
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综上所述: 

孤立奇点 

可去奇点 

m阶极点 

本质奇点 

洛朗级数特点 )(lim
0

zf
zz



存在且为 

有限值 

不存在 

且不为 

无负幂项 

含无穷多个负幂项 

含有限个负幂项 
1

0 )(
 zz

m
zz
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关于 的最高幂 
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0分别是 

1

2 2

sin sin
, ,

z

z
z z e

e
z z z

，

的可去奇点、单极点、2阶极点及本质奇点。 
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５）函数在无穷远点的性态 

  函数  在   处的性态就是  在 

   的性态。 

  如果  为  的可去奇点、 级极点、 

本性奇点，则   为  的可去奇点、 级 

极点、本性奇点。 

     

( )f z z  
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    为  的可去奇点、极点、本性奇点 

 分别为当   时，  的极限为有限数、
无穷大、不为无穷大的不存在    在 

     内罗朗展开式 

 

 

中不含正幂项、含有有限个正幂项、含有无穷 

多个正幂项。 

z   ( )f z
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留数及其计算 

1、定义 

  设   为  的孤立奇点，则  在 

点的留数 

 

 

其中 是 的去心邻域内包含 的任意一条正 

向简单闭曲线。 
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２、留数的计算方法 

１）利用罗朗展开式，求出    的系数 

２）讨论奇点的类型 

 ♣ 如果 是可去奇点，则 

 ♣ 如果 是本性奇点，只能利用罗朗展开 

式求它的留数。 

 ♣ 如果 是极点，可利用下面规则 

1
c
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1
( )c z a
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  规则１ 如果 为  的 级极点，则 

 

 

特别的，当   时， 

 

当   时， 

      

a ( )f z m
1

1

1
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m
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d
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规则２ 设 为      的一阶极点 

 

（只要  与  在点 解析，且 

    ，    ），则 

a
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P z
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1
Res ( ) .
z

f z C



 也可定义为 


C

zzf
i

d)(
π2

1
记作 

1

2
Res d

π
( ) ( )

z
C

f z f z z
i 


 

定义 设函数 )(zf 在圆环域  z0 内解析 

C为圆环域内绕原点的任何一条正向简单闭曲线 

那末积分 

值为 )(zf 在  的留数. 

的值与C无关 , 则称此定 


C

zzf
i

d)(
π2

1

3   无穷远点的留数 
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留数定理 

  定理１ 设函数  在区域Ｄ内除去有限
个孤立奇点    外处处解析， 是Ｄ内
包含诸奇点的一条正向简单曲线，它的内部
全部含于Ｄ，则 

 

  定理２ 若函数  在扩充复平面上只有 

有限个孤立奇点（含 点），设为 

则 

( )f z

1 2
, ,

n
a a a c

1

( ) 2 Re [ ( ), ]
n

k
c

k

f z dz i s f z a


 
( )f z

1 2
, , ,

n
a a a 

1

Re [ ( ), ] Re [ ( ), ] 0
n

k

k

s f z s f z a


  

w
w

w
.bjcugb.com

       北
地

论
坛

北
地

人
的

精
神

家
园

！



89 

在无穷远点处留数的计算 















 0,

11
Res]),(Res[

2
zz

fzf

计算函数沿闭曲线积分的又一种方法:  
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
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2
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此法在很多情况下此法更为简单. 

规则3 
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例1 计算积分 ,d
)1(
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2

z
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C

 
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C为正向圆周: .2z
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( ) ,

.

f z求下列函数 在扩充复平面上的奇点并

判别类型

例2

3

sin
;

z z

z



解 :0)()1( 内的洛朗展式为在由于  zzf
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例3   求下列积分 
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例4    求下列各函数在有限奇点处的留数. 

,
1

1
sin)1(

z
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zzsin
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例5 .d
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